УДК 534.26

НОВЫЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ В ПОВЕДЕНИИ УЗЛОВ ОБРАТНОЙ РЕШЁТКИ
НА ОКРУЖНОСТИ ОТРАЖЕНИЯ ЭВАЛЬДА ДЛЯ РАССЕЯНИЯ ВОЛНЫ РЭЛЕЯ
В.Н. Чуков

Институт Биохимической физики имени Н.М. Эмануэля Российской Академии наук, г. Москва
E-mail: vchukov@mail.ru

	Впервые в литературе получено расширенное решение по сравнению с решением автора, опубликованным ранее, задачи о расположении заданного наперёд произвольного числа узлов обратной резонансной решётки рассеяния на окружности отражения Эвальда в пространстве волновых векторов для рассеяния поверхностной акустической волны Рэлея на решётке разрывов поверхностной шероховатости, имеющей форму прямоугольной полосы. Данные узлы соответствуют произвольным заданным наперёд резонансным углам рассеяния волны Рэлея. В качестве резонансных рассматриваются условия Лауэ-Брэгга-Вульфа для продольной решётки и противоположное условие для поперечной решётки, обусловленное амплитудным форм-фактором решётки, не учитываемым в литературе ранее. Полученное решение позволяет моделировать угловой спектр резонансного коротковолнового рассеяния волны Рэлея в более широких пределах параметров спектра рассеяния. 

Введение

	Волновые процессы природы занимают одно из ведущих мест в теоретической и экспериментальной физике [1-16]. Среди них немалую роль играет рассеяние волн на неоднородностях среды их распространения. Оно классифицируется в физике согласно соотношению длины рассеиваемой волны и характерного размера неоднородной области как рэлеевское [1], резонансное и диффузное рассеяния [7,9], когда длина волны много больше, равна по порядку величины и много меньше указанного размера неоднородности соответственно. В соответствии с этим длинноволновое рассеяние подчиняется закону Рэлея, а коротковолновое рассеяние на периодических решётках неоднородностей – условиям рассеяния Лауэ [4,5] и закону Брэгга-Вульфа [5]. В работах [12-16] получены топологические законы рассеяния поверхностной акустической волны Рэлея [2,7], обобщающие и, в частности, нарушающие закон рассеяния Рэлея [1] и Лауэ-Брэгга-Вульфа [4,5]. Последний назван так в согласие с юбилейным сборником классических статей [4] (стр. 253), посвящённому пятидесятилетию открытия дифракции лучей Рентгена в кристаллах и законов Лауэ-Брэгга-Вульфа, описывающих их с точки зрения рассеяния волн в периодических структурах неоднородностей [4,5]. Условия Лауэ и закон Брэгга-Вульфа объединяет их физическая природа как фазового синхронизма рассеянных волн. Кроме этого, закон Брэгга-Вульфа удовлетворяет условиям Лауэ. В литературе принято различать их как описывающие объёмное рассеяние и зеркальное отражение волн соответственно [8,9].
	Согласно закону Лауэ-Брэгга-Вульфа коротковолновое рассеяние волн на периодических решётках неоднородностей, когда длина волны много меньше размера элементарной ячейки решётки, имеет ярко выраженный резонансный угловой спектр – лауэграмму рассеяния. Положение резонансов по двум пространственным углам рассеяния определяется указанным законом [4,5]. Физически наглядный способ определения, является ли заданный угол резонансным для рассеяния волны с заданной частотой, получил Эвальд [6].
В пространстве волновых векторов падающей и рассеянной волн строится обратная решётка рассеяния, узлы которой соответствуют закону Лауэ-Брэгга-Вульфа и представляют собой всевозможные резонансные значения волнового вектора, переданного при рассеянии от падающей рассеянной волне. Эти значения не привязаны к частоте конкретной рассеиваемой волны. Чтобы ограничиться только теми переданными волновыми векторами, которые вследствие упругого характера рассеяния, не меняющего частоту волны, по величине соответствуют фиксированной, а не произвольной, как во всей обратной решётке, частоте рассеиваемой и рассеянной волн, надо на обратную решётку наложить сферу Эвальда с радиусом равным модулю волнового вектора падающей волны так, чтобы сам этот волновой вектор упирался в любой узел обратной решётки. Тогда переданный волновой вектор, равный разности волновых векторов падающей и рассеянной волн, будет начинаться в указанном узле обратной решётки, а заканчиваться в произвольной точке сферы Эвальда. Два пространственных угла как координаты этой точки определяют направление рассеяния. Если эта точка совпадает с одним произвольным узлом обратной решётки, то данное направление рассеяния является резонансным.  Но Эвальд не решал следующие задачи: сколько узлов обратной решётки лежит на сфере Эвальда, соответствующей конкретной заданной частоте падающей волны; или какую частоту волны надо взять, чтобы заданные наперёд углы рассеяния были резонансными, т.е., соответствовали узлам обратной решётки, которые лежат на указанной заданной сфере Эвальда. Указанные задачи для рассеяния плоской волны Рэлея в цилиндрическую волну Рэлея на решётке разрывов шероховатости в форме прямоугольной полосы решены в работах [15,16]. Цилиндрической рассеянной волне Рэлея соответствует не сфера, а окружность Эвальда в двумерной, а не трёхмерной обратной решётке произвольных, не ограниченных по частоте падающей волны, резонансных волновых векторов.
	В [15,16] рассмотрена одна возможная схема решения поставленных задач на окружности отражения Эвальда. В настоящей работе получены ещё три схемы решения этих задач, расширяющие диапазоны параметров моделируемого углового спектра, т.е., лауэграммы, рассеяния волны Рэлея на решётке разрывов шероховатости в форме прямоугольной полосы. Настоящая работа является логическим продолжением работ [15,16], поэтому все обозначения рассматриваемых в ней физических величин совпадают с [15,16].
	Необходимо заметить, что в [16], кроме решения указанных задач на окружности отражения Эвальда для рассеяния волны Рэлея на чисто периодической решётке, получены принципиальные физические результаты, расширяющие и нарушающие закон Лауэ-Брэгга-Вульфа, о влиянии амплитудного форм-фактора решётки разрывов на рассеяние и, в частности, на решение задач об узлах обратной решётки, лежащих на окружности отражения Эвальда. В настоящей работе эти новые топологические законы рассеяния не рассматриваются. Но в качестве условий резонансов, обусловленных продольной структуры шероховатой полосы взят закон Лауэ-Брэгга-Вульфа, а для поперечной структуры – противоположный закон, с точностью до наоборот, обусловленный тем, что амплитуды двух боковых поперечных разрывов полосы равны по модулю, но имеют противоположный знак, что не учитывается законом Лауэ-Брэгга-Вульфа, но рассмотрено в качестве основного условия резонансов в [15,16]. В [16] рассмотрена также поперечная решётка, состоящая не из двух разрывов, а из произвольного их числа, имеющих произвольный амплитудный форм-фактор, т.е., зависимость разности левого и правого предельных значений шероховатости или её производных в узле “прямой” реальной пространственной решётки разрывов шероховатости от номера этого узла в данной решётке. Цилиндрически симметричная решётка разрывов шероховатости рассмотрена в [14].    
  
Задача об узлах обратной решётки, лежащих на окружности отражения Эвальда

Рассмотрим указанную задачу для рассеяния поверхностной акустической волны Рэлея на решётке разрывов шероховатости в форме прямоугольной полосы.
 	Пусть плоская поверхностная акустическая волна Рэлея [2,7,15,16], распространяющаяся вдоль оси   по свободной поверхности однородного изотропного твёрдого тела, занимающего полупространство  декартовой системы координат ,  падает на шероховатый участок поверхности , имеющий форму прямоугольника с конечными размерами   вдоль осей  соответственно. Шероховатость описывается следующей функцией


 где  есть амплитуда шероховатости, имеющая размерность длины; ступенчатая функция   для  и  при других значениях ;   есть произвольная безразмерная детерминированная (не статистическая) функция (Рис. 1).
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Рис. 1. Поверхностная шероховатость  (1), имеющая периодическую решётку разрывов шероховатости [15,16]. Число разрывов продольной и поперечной структуры вдоль осей   декартовой системы координат есть  и  соответственно.  Последние есть боковые края прямоугольной полосы шероховатости. Разность левого и правого предельных значений шероховатости  (амплитудный форм-фактор решётки разрывов) во внутренних и краевых точках разрывов вдоль оси
  равно  и  соответственно. Аналогичные разности вдоль оси   равны  для точек разрывов  соответственно.

Необходимо исследовать структуру лауэграммы рассеяния волны Рэлея на решётке разрывов шероховатости (1), используя решение задачи рассеяния на этой шероховатости, полученное в работе [15]. Для этого требуется решить задачу о количестве резонансных узлов обратной решётки рассеяния в пространстве волновых векторов падающей плоской и рассеянной цилиндрической волн Рэлея. При этом имеются ввиду такие узлы данной решётки, которые соответствуют произвольному количеству, заданному наперёд, произвольных углов рассеяния с заданными наперёд значениями. Необходимо найти радиус окружности отражения Эвальда, содержащей указанные узлы обратной решётки рассеяния. С физической точки зрения это означает, что надо найти частоту падающей волны Рэлея в зависимости от параметров решётки, для которой указанные произвольные углы рассеяния являются резонансными. Решение поставленной задачи по одной возможной схеме конфигурации параметров задачи получено в [16]. В настоящей работе получено расширенное решение, содержащее ещё три возможных схемы решения поставленной задачи. Разница между ними определяется разной конфигурацией параметров, формирующих решение. Указанные разные схемы решения вызывают интерес для экспериментальной физики и технологических применений при моделировании углового спектра рассеяния с разными параметрами.

Расширенное решение задачи о произвольных углах рассеяния, соответствующих узлам обратной решётки, лежащим на окружности отражения Эвальда. 

	С математической точки зрения необходимо найти радиус окружности отражения Эвальда, соответствующий постановке задачи. Он следующим образом выражается через искомый параметр , который является отношением размера продольной элементарной ячейки решётки к длине волны 


где ,  – частота и скорость падающей волны Рэлея,  – число элементарных ячеек продольной структуры решётки вдоль оси . Искомое значение параметра  (2) математически удовлетворяет первому уравнению системы (2) в [16]. При этом также необходимо найти натуральное число  пар целых неотрицательных чисел , удовлетворяющих условиям резонансов ([18-21] в [15]). Каждая такая пара соответствует резонансному углу рассеяния , значение которого определяется вторым уравнением системы (2) в [16] с помощью параметра  и параметра , зависящего от соотношения размеров решётки.  есть число резонансных углов рассеяния в пределах      . Столько же углов расположено симметрично относительно оси  [15,16]. 
С физической точки зрения первое уравнение системы (2) в [16] означает, что при произвольных вещественных числах , удовлетворяющих этому уравнению, вектор  ((18) в [15] и Fig. 1 в [16]) является хордой окружности отражения Эвальда с радиусом, соответствующим параметру  (2), который также удовлетворяет этому уравнению. Это значит, что этот  является волновым вектором, переданным при рассеянии, но соответствующий ему угол рассеяния  ((2) в [16]) не обязан быть резонансным, но соответствует физическому процессу рассеяния волны Рэлея с данным   в отличие от произвольных нефизических по отношению к указанному рассеянию узлов обратной решётки. Если при всём этом пара  является целыми числами, то угол рассеяния , соответствующий данному , является резонансным согласно условиям (18)-(21) в [15]. Первая возможная схема решения системы фазовых уравнений (2) в [16] приведена в [16].
Для решения системы уравнений (2) в [16] используется представление всех параметров и искомой величины  в виде рациональных чисел (3) в [16]. После этого система (2) в [16] преобразуется в систему уравнений в целых числах (4) в [16]. В рамках физического эксперимента любое иррациональное число аппроксимируется с заданной точностью вещественным числом с десятичной точкой и конечным числом разрядов, которое всегда представляется в виде рационального числа. Такой же характер имеют все измерения физических величин как результатов эксперимента в рамках заданной погрешности.
Математически первое уравнение системы (4) в [16] представляет собой сумму двух целых слагаемых, каждое из которых содержит сомножителями искомые целые числа  или  ((18)-(21) в [15]) и целые параметры представления (3) в [16], через которые выражаются как искомая величина , так и соотношение размеров решётки разрывов шероховатости (1) в виде вещественной величины . Сумма этих двух слагаемых при разных , определяющих узлы обратной решётки по формуле (18) в [15], лежащие на одной окружности отражения Эвальда (Fig. 1 в [16]) , равна одному и тому же искомому натуральному числу  ((3), (4) в [16]), определяющему искомый радиус окружности отражения Эвальда, т.е., частоту падающей волны Рэлея согласно (2), для которой на указанной окружности Эвальда лежит  узлов обратной решётки , где . Следовательно, резонансными являются  произвольных заданных наперёд углов рассеяния , где , при  и столько же углов симметричных им относительно оси  [15]. Таким образом, в одном уравнении содержится три неизвестных: одна натуральная константа  и  пар целых неотрицательных чисел , где . С другой стороны, это же первое уравнение из (4) в [16] накладывает условие на произведение двух сомножителей. Один из них пропорционален , а второй есть разность  и целого числа пропорционального . Рассмотрим три схемы решения системы (4) в [16], исходя из двух сформулированных требований первого уравнения из (4) в [16]. Эти схемы являются дополнением к первой схеме решения, приведённой в [16].


Схемы решения фазовой системы уравнений на окружности отражения Эвальда

Сконструируем вторую схему решения, чтобы удовлетворить первому уравнению на окружности отражения Эвальда (Fig. 1 в [16]) из (4) в [16] в следующей форме
                               (3)
где    , , есть произвольные нечётные натуральные числа. По аналогии с (5)-(9) в [16] решение (3) имеет следующий вид




где “lcm}” обозначает наименьшее общее делимое для  натуральных чисел в скобках.
	Из (4) следует, что, задав число резонансных углов   и их значения с помощью параметров в виде натуральных чисел , , можно найти искомое натуральное число  и искомый радиус окружности отражения Эвальда (2) ((3) в [16]). 
	Третья схема решения получается из второй (3), (4), а четвёртая схема – из первой ((5)-(9) в [16]) взаимной заменой произвольных натуральных нечётных чисел , где                  . Заметим, что полученное решение системы (2)-(4) в [16] налагает дополнительные требования чётности или нечётности на параметры , где . Это обусловлено вторым необходимым условием полного резонанса (21) в [16], которое противоположно закону Лауэ-Брэгга-Вульфа: на поперечном размере шероховатой полосы, равном размеру поперечной элементарной ячейки решётки должно укладываться полуцелое число длин волн , где  … , или нечётное число  полудлин волн . Замена условия Лауэ-Брэгга-Вульфа на противоположное обусловлено дополнительной фазовой модуляцией рассеянной волны амплитудным форм-фактором поперечной решётки (Рис.1), который в дополнение к размеру элементарной ячейки меняет фазу волны на противоположную [14,15,16]. Условия резонансов (18)-(21) являются необходимыми. Недостающим достаточным условием является принадлежность узлов обратной решётки  ((18) в [15], Fig. 1 в [16]) окружности отражения Эвальда, т.е., соответствие узлов обратной решётки физическому процессу рассеяния волны с заданной частотой.

Заключение

С физической точки зрения из решения задачи о числе узлов обратной решётки, лежащих на окружности отражения Эвальда следует, что для того чтобы увеличивалось число резонансных углов рассеяния, имеющих произвольные значения и соответствующих узлам обратной решётки ((18) в [15], Fig. 1 в  [16]) по формулам (12) в [16], необходимо, чтобы увеличивался радиус окружности отражения  Эвальда, то есть, частота падающей волны Рэлея.
Различные конфигурации параметров, использованные в расширенном решении задачи о структуре лауэграммы рассеяния волны Рэлея на решётке разрывов поверхностной шероховатости в форме прямоугольной полосы позволяют в более широких пределах свойств моделировать угловой спектр рассеяния и контролировать рассеяние на определённые пространственные углы.
Работа выполнена в рамках Госзадания НИОКТР № 122041400112-8, код темы FFZR-2022-0012.
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